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1　Introduction
K を体とし，C を K 上定義された非特異射影曲線とし，K(C) を曲線 C の関数体とする．また，
Br(K)を体K上のBrauer group とする．K上の中心単純環の類[A] にK(C)の中心単純環の類[A⊗ KK(C)] 
を対応させる写像 Br(K) → Br(K(C)) の kernel を Br(K(C)/K) と書き，曲線 C の relative Brauer group 
と言う．曲線 C の relativeBrauer group の研究は，C の K 有理点や C の Jacobi 多様体の K 有理点
と深い関わりがある問題である事が Lichtenbaum ([12]) や Olson ([13]) によって明らかになった．しか
し，一般には曲線 C の relative Brauer group を具体的に求める事は難しい．基礎体 K が C1 体(例えば，
有限体や代数閉体上の 1 変数関数体の有限次拡大) のときは，Br(K) が単位元のみとなり部分群であ
る Br(K(C)/K) も自明である．また，曲線 C が K 有理点を持つときにも Br(K(C)/K) は自明になる ([17])．
曲線 C が有理点を持たない 2 次曲線のときには，Witt により Br(K(C)/K) ≅ Z/2Z である事が知られ
ている．2 次曲線 C の定義方程式を具体的に与えれば，Br(K(C)/K) は K 上の四元数環の類で表され
る事も分かる．種数が 1 の曲線で，ある楕円曲線の 2 重被覆または 3 重被覆になっているような曲
線に対しては，Haile([6],[7]) や Han([9])，Kuo([11]) がそれぞれの曲線に付随する Azumaya algebra を構
成し，その中心を求めて曲線 C の relative Brauer group を計算している．一方で，上と同様な種数
1 の曲線 C に対して，その Jacobi 多様体 (これは楕円曲線になる) の K 有理点から relative Brauer 
group を具体的に計算する方法も Han([8]) や Haile，Wadsworth([10]) によって与えられている．さら
に最近 Ciperiani と Krashen は，この方法を一般化し楕円曲線の巡回型等質空間と呼ばれる曲線の
ときについて考察した．この曲線については period と index (2 節で定義する) が等しくなり，Jacobi 
多様体の K 有理点から relative Brauer group を具体的に計算できる事が示されている ([4]).
本稿では Jacobi 多様体が楕円曲線 E : Y2= X(X − 1)(X + 1) となるような種数 1 の曲線 (Cassels に
より period と index が異なる例として考察された曲線 ([1]) の relative Brauer group について考察す
る．本稿における主定理は以下である．
主定理．l,m を 0 でない有理数とする．射影空間 P3 内の空間曲線 Cl,m を以下の 2 つの曲線 C と C’ 
楕円曲線上の非巡回型等質空間の relative Brauer group について（岡本）2
の共通零点として定義する．
C : mx2 − ly2 + t2 = 0,      C’ : lmz2 − ly2 − t2 = 0.
このとき次が成立する．
(1)  per(Cl,m) = 2，ind(Cl,m) = 4 となるための必要十分条件は (l, − m/Q)，( − l,m/Q)，(l, − 2m/Q), 
(−l，2m/Q)が非自明な四元数環となる事である．ここで(a，b/Q)はQ上の四元数環で，その基底1，i，
j，ij は i2 = a, j2 = b, ij = − ji を満たす．また四元数環が非自明であるとは Q 上の 2 × 2 の行列環
とは同型にならない事を意味する．
(2)  Br(Q(Cl,m)/Q) = < [(l， 2/Q)]，[(m, − 1/Q)]，[(l, − m/Q)] >.
　この定理は，まず (1) の必要十分条件を O’ Neil の obstruction map([14]) を用いて与え，さらにその
写像を用いて relative Brauer group を具体的に計算する事により (2) が得られる．有理数 l,m を適当
に取れば，異なる period と index を持つ曲線を構成でき relative Brauer group が位数 2 の巡回群の
3 個の直和と同型となる場合がある (具体例で詳しく見る).
2　Preliminaries
　この節では Ciperiani と Krashen による period と index が等しい曲線に対し，その Jacobi 多様体
の K 有理点から relative Brauer group を具体的に計算する方法 ([4] 参照) と，曲線の period と index 
がいつ等しくなるかを判定する O’Neil の obstructionmap([14] 参照) について復習する .
　C を K 上定義された非特異射影曲線とし，K−で K の分離閉包を表し，体 K の絶対ガロア群を G と
書く．曲線 C の底変換 C × KK
−を C−と書く．曲線 C−の因子群を Div(C−), 因子類群を Pic(C−) で表し，
それぞれの次数 0 の部分群を Div0(C−) と Pic0(C−) で表す．このとき次のような G-modules の完全系列
の可換図式を得る :
0 −−−→ Div0(C−) −−−→ Div(C−) −−
deg
−→ Z −−−→ 0
　　　　　　　　　　　　　　　　  ↓　　　　　 ↓　　　　 ↓
0 −−−→ Pic0(C−) −−−→ Pic(C−) −−
deg
−→ Z −−−→ 0
この可換図式に対し，ガロアコホモロジーを取ると次のような完全系列の可換図式を得る :
0 −−−→ Div0(C−)G −−−→ Div(C−)G −−
deg
−→ Z −−−→ H1(G,Div0(C−))
　　　　　　　　　　　　　　↓　　　　　　↓　　　　 ↓　　　　　　↓
0 −−−→ Pic0(C−)G −−−→ Pic(C−)G −−
deg
−→ Z −−−→ H1(G,Pic0(C−))
上の図式において K 有理的な因子群からの degree map の cokernel の位数を曲線 C の index と言い
ind(C) で表す．K 有理的な因子類群からの degree map の cokernel の位数を曲線 C の period と言い
per(C) で表す．このとき曲線の period，index と relative Brauer group には次のような関係がある．
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命題 2.1．C を K 上定義された非特異射影曲線とすると次の完全系列を得る．
0 −−−→ Pic(C)  −−−→ Pic(C−)G  −−−→ Br (K(C)/K) −−−→ 0
0 −−−→ Pic0(C) −−−→ Pic0(C−)G −−−→ Br(K(C)/K) −−−→ per(C)/ind(C) −−−→ 0
Proof．まず relative Brauer group Br (K(C)/K) をガロアコホモロジーを用いて表す．
次の 2 つの G-modules の完全系列を考える :
　　　　　　　　　　1 −−−→ K−(C)× /K−×−−−→ Div(C−) −−−→ 　Pic(C−)     −−−→ 0
　　　　　　　　　　1 −−−→　　 K−×　　 −−−→ K−(C)× −−−→ K−(C)× /K−×−−−→ 1
下の完全系列のガロアコホモロジーを取ると，
H1(G, K−(C)×) −−−→ H1(G, K−(C)× /K−×) −−−→ H2(G, K−×) −−−→ H2(G, K−(C)×) を得る．Hilbert の定
理 90 より H1(G, K−(C)×) = 0．また，H2(G, K−×)≅ Br(K),  H2(G, K−(C)×)≅ Br(K(C)) が成り立つので ,
H1(G, K−(C)× /K−×)≅ ker(Br(K) −→ Br(K(C)) = Br(K(C)/K)
となる．一方，上の完全系列のガロアコホモロジーを取ると ,
Div(C−)G −−−→ Pic(C−)G −−−→ H1(G, K−(C)× /K ×) −−−→ H1(G,Div(C−))
を得る．因子群 Div(C−) の基底はガロア群 G により置換されるので，H1(G,Div(C−)) = 0 ([15]，Lemma 
12.3) となる．さらに H1(G,K−(C)× /K−×)≅ Br (K(C)/K) であるから，写像 Pic(C−)G → Br(K(C)/K) が aC
に他ならない．因子群 Div(C) の Pic(C−)G における像を Pic(C) と同一視すれば求める完全系列の 1 つ
を得る．次に Br0(K(C)/K) = a0C(Pic
0(C−)G) とおく．ここで a0C は写像 aC の Pic
0(C−)G への制限である．す
ると次の完全系列の可換図式を得る :
　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　0　　　　　　　  0
　　　　　　　　　　　　　　↓　　 　　　 ↓　　　　　　　 ↓
0 −−−→ Pic0(C) −−−→ Pic0(C−)G −−−→ Br0(K(C)/K) −−−→ 0
　　　　　　　　　　　　　　↓　　 　　　 ↓　　　　　　　 ↓
　　　　　　　　　 0 −−−→ Pic(C)  −−−→  Pic(C−)G −−−→  Br(K(C)/K) −−−→ 0
　　　　　　　　　　　　　　↓　　 　　　 ↓　　　　　　　 ↓
　　　　　　　　　　　　    ind(C)Z　        per(C)Z　          Br/Br0
　　　　　　　　　　　　　　↓　　 　　　 ↓　　　　　　　 ↓
　　　　　　　　　　　　　　0　　　　　　0　　　　　　　  0
上の図式に蛇の補題を適用して完全系列
0 −−−→ ind(C)Z −−−→ per(C)Z −−−→ Br/Br0 −−−→ 0
を得る．定理の 2 つめの完全系列は上の可換図式から直ちに従う．
注意 2.2．曲線 C の種数が 1 以上のとき，写像 aC は Hochschild-Serre のスペクトラル系列
Hp(G, H q (C−, Gm) ⇒ H
p+q(C, Gm)
からも得られる．
　これにより写像 aC は定義され，曲線の period と index が等しいときには relative Brauer group 
aC
a0C
aC
a0C
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Br(K(C)/K) には Pic0(C−)G からの全射が存在する事が分かった．しかし，定義から直接 relative 
Brauer group を具体的に計算する事は困難である．以下で見るように，この写像を Tate pairing や
同種写像に付随する pairing と関連付ける事で，period と index が等しい曲線に対しては具体的な計
算が可能になる．まず，Tate pairing との関連について述べる．
定理 2.3　（[12] pp1213-1216）．A を K 上のアーベル多様体とし，Tate pairing
<, >Tate : H
1(G,A) × Pic0(A)(K) −→ Br(K)
を考える．特に A が楕円曲線のとき < C, P >Tate = aC(P) が成立する．ただし C は H
1(G,A) と Weil-
Châtelet 群 WC(E/K) を同一視して得られる主等質空間の元とする．
　次に同種写像に付随する pairing との関連について述べる．まず，Ciperiani と Krashen による巡
回型主等質空間の定義を復習する．E を K 上の楕円曲線とする．有限位数のガロア部分加群 T ⊂ E 
に対し楕円曲線 E′と同種写像
注意  曲線Cの種数が 以上のとき写像 C はのスペクトラル
系列
HpG,HqC,m ⇒ HpqC,m
からも得られる
これにより写像 C は定義され曲線の と が等しいときには 
  BrKC/KにはC の からの全射が存在する事が分かった
しかし定義から直接   を具体的に計算する事は困難である以
下で見るようにこの写像を や同種写像に付随する と関連付ける
事で と が等しい曲線に対しては具体的な計算が可能になるまず 
との関連について述べる
定理    AをK上のアーベル多様体とし 
<,>Tate  HG,A×  −→ 
を考える特にAが楕円曲線のとき< C,P >Tate  CP が成立する ただし C は
HG,Aとa群WCE/Kを同一視して得られる主等質空間の元とする
次に同種写像に付随するとの関連について述べる まず と
による巡回型主等質空間の定義を復習する EをK上の楕円曲線とする有限位数の
ガロア部分加群 T ⊂ Eに対し楕円曲線E′と同種写 ϕが定まり
 −→ T −→ E ϕ−→ E′ −→ 
なる完全系列を満たす   さらに ϕの双対 ϕ′から得られる完全系列を
 −→ T ′ −→ E′ ϕ
′
−→ E −→ 
とする有限位数ガロア部分加群 T ⊂ Eにおいて T KがEKの巡回部分群となる
とき T を巡回部分加群であると言う
定義    Cを   なるEの主等質空間とする 位数 n
の巡回ガロア部分加群 T ⊂ Eと  γ ∈ HG,T が存在し
HG, T  −→ HG,E γ → C
が成り立つとき Cを巡回型であると言う
これでとによる巡回型等質空間の   につい
ての定理を述べる準備が整った
定理    EをK上の楕円曲線 Cを  なるEの巡回型
等質空間とする このとき  が成立するさらにHG,T  −→HG,E
γ → Cとすると全射 C  EK −→ BrKC/Kに対して CP  < C,P >Tate
γ ∪ δϕ′P   enγ ∪ δnP が成立するここで δϕ′と δnは連結準同型 δ′ϕ  EK −→
HG,T ′と δn  EK −→ HG,Enで enは を表し∪はカップ積で
ある

まり ,
0 −→ T −→ E −→ E′−→ 0
なる完全系列を満たす ([16] Prop4.12)．さらに
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の巡回ガロア部分加群 T ⊂ Eと  γ ∈ HG,T が存在し
HG, T  −→ HG,E γ → C
が成り立つとき Cを巡回型であると言う
これでとによる巡回型等質空間の   につい
ての定理を述べる準備が整った
定理    Eを 上の楕円曲線 Cを  なるEの巡回型
等質空間とする このとき  が成立するさらにH G,T  −→HG,E
γ → Cとすると全射 C  EK −→ BrKC/Kに対して CP  < C,P >Tate
γ ∪ δϕ′P   enγ ∪ δnP が成立するここで δϕ′と δnは連結準同型 δ′ϕ  EK −→
HG,T ′と δn  EK −→ HG,Enで enは を表し∪はカップ積で
ある

の双対
注意  曲線 の種数が 以上のとき写像 C はのスペクトラル
系列
HpG,HqC,m ⇒ HpqC,m
からも得られる
これにより写像 C は定義され曲線の と が等しいときには 
  BrKC/KにはC の からの全射が存在する事が分かった
しかし定義から直接    を具体的に計算する事は困難である以
下で見るようにこの写像を や同種写像に付随する と関連付ける
事で と が等しい曲線に対しては具体的な計算が可能になるまず 
との関連について述べる
定理    AをK上のアーベル多様体とし 
<,>Tate  HG,A×  −→ 
を考える特にAが楕円曲線のとき< C,P >Tate  CP が成立する ただし C は
HG,Aと a群WCE/Kを同一視して得られる主等質空間の元とする
次に同種写像に付随するとの関連について述べる まず と
による巡回型主等質空間の定義を復習する EをK上の楕円曲線とする有限位数の
ガロア部分加群 T ⊂ Eに対し楕円曲線E′と同種写像 ϕが定まり
 − T E ϕ E′ −→ 
なる完全系列を満たす   さらに ϕの双対 ϕ′から得られる完全系列を
 T ′
ϕ′
E −→ 
とする有限位数ガロア部分加群 T ⊂ Eにおいて T KがEKの巡回部分群となる
とき T を巡回部分加群であると言う
定義    Cを   なるEの主等質空間とする 位数 n
の巡回ガロア部分加群 T ⊂ Eと  γ ∈ HG,T が存在し
HG, T  −→ HG,E γ → C
が成り立つとき Cを巡回型であると言う
これでとによる巡回型等質空間の   につい
ての定理を述べる準備が整った
定理    EをK上の楕円曲線 を  なるEの巡回型
等質空間とする このとき  が成立するさらにHG,T  −→HG,E
γ → Cとすると全射 C  EK −→ BrKC/Kに対して CP  < C,P >Tate
γ ∪ δϕ′P   enγ ∪ δnP が成立するここで δϕ′と δnは連結準同型 δ′ϕ  EK −→
HG,T ′と δn  EK −→ HG,Enで enは を表し∪はカップ積で
ある

′から得られる完全系列を
0 −→ T′−→ E′−→ E −→ 0
とする．有限位数ガロア部分加群 T ⊂ E において，T(K−) が E(K−) の巡回部分群となるとき T を巡
回部分加群であると言う .
定義 2.4　（[4] Definition4.2.）．C を per(C) = n なる E の主等質空間とする．位数 n の巡回ガロア部分
加群 T ⊂ E と cocycle γ ∈ H1(G,T) が存在し，
H1(G, ) −→ H1(G, E) γ ↦ C
が成り立つとき，C を巡回型であると言う．
　これで Ciperiani と Krashen による巡回型等質空間の relative Brauer group についての定理を述
べる準備が整った．
定理 2.5　([4] Theorem4.5.)．E を K 上の楕円曲線，C を per(C) = n なる E の巡回型等質空間とする．
このとき per(C) = ind(C) が成立する . さらに H1(G,T) −→ H1(G, E) γ↦ C とすると，全射 aC : E(K) −→ 
Br(K(C)/K) に対して aC(P) =< C, P >Tate =γ∪δ
注意  曲線Cの種数が 以上のとき写像 C はのスペクトラル
系列
HpG,HqC,m ⇒ HpqC,m
からも得られる
これにより写像 C は定義され曲線の と が等しいときには 
  BrKC/KにはC の からの全射が存在する事が分かった
しかし定義から直接   を具体的に計算する事は困難である以
下で見るようにこの写像を や同種写像に付随する と関連付ける
事で と が等しい曲線に対しては具体的な計算が可能になるまず 
との関連について述べる
定理    AをK上のアーベル多様体とし 
<,>Tate  HG,A×  −→ 
を考える特にAが楕円曲線のとき< C,P >Tate  CP が成立する ただし C は
HG,Aとa群WCE/Kを同一視して得られる主等質空間の元とする
次に同種写像に付随するとの関連について述べる まず と
による巡回型主等質空間の定義を復習する EをK上の楕円曲線とする有限位数の
ガロア部分加群 T ⊂ Eに対し楕円曲線E′と同種写像 ϕが定まり
 −→ T −→ E ϕ−→ E′ −→ 
なる完全系列を満たす   さらに ϕの双対 ϕ′から得られる完全系列を
 −→ T ′ −→ E′ ϕ
′
−→ E −→ 
とする有限位数ガロア部分加群 T ⊂ Eにおいて T KがEKの巡回部分群となる
T を巡回部分加群であると言う
定義    Cを   なるEの主等質空間とする 位数 n
の巡回ガロア部分加群 T ⊂ Eと  γ ∈ HG,T が存在し
HG, T  −→ HG,E γ → C
が成り立つとき Cを巡回型であると言う
これでとによる巡回型等質空間の   につい
ての定理を述べる準備が整った
定理    EをK上の楕円曲線 Cを  なるEの巡回型
等質空間とする このとき  が成立するさらにHG,T  −→HG,E
γ → Cとすると全射 C  EK −→ BrKC/Kに対して CP  < C,P >Tate
γ ∪ δϕ′P   enγ ∪ δnP が成立するここで δϕ′と δnは連結準同型 δ′ϕ  EK −→
HG,T ′と δn  EK −→ HG,Enで enは を表し∪はカップ積で
ある

(P) = en(γ∪δn(P)) が成立する．ここでδ
注意  曲線Cの種数が 以上のとき写像 C はのスペクトラル
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HpG,HqC,m ⇒ HpqC,m
からも得られる
これにより写像 C は定義され曲線の と が等しいときには 
  BrKC/KにはC の からの全射が存在する事が分かった
しかし定義から直接   を具体的に計算する事は困難である以
下で見るようにこの写像を や同種写像に付随する と関連付ける
事で と が等しい曲線に対しては具体的な計算が可能になるまず 
との関連について述べる
定理    AをK上のアーベル多様体とし 
<,>Tate  HG,A×  −→ 
を考える特にAが楕円曲線のとき< C,P >Tate  CP が成立する ただし C は
HG,Aとa群WCE/Kを同一視して得られる主等質空間の元とする
次 同種写像に付随するとの関連について述べる まず と
による巡回型主等質空間の定義を復習する EをK上の楕円曲線とする有限位数の
ガロア部分加群 T ⊂ Eに対し楕円曲線E′と同種写像 ϕが定まり
 −→ T −→ E ϕ−→ E′ −→ 
なる完全系列を満たす   さらに ϕの双対 ϕ′から得られる完全系列を
 −→ T ′ −→ E′ ϕ
′
−→ E −→ 
とする有限位数ガロア部分加群 T ⊂ Eにおいて T KがEKの巡回部分群となる
とき T を巡回部分加群であると言う
定義    Cを   なるEの主等質空間とする 位数 n
の巡回ガロア部分加群 T ⊂ Eと  γ ∈ HG,T が存在し
HG, T  −→ HG,E γ → C
が成り立つとき Cを巡回型であると言う
これでとによる巡回型等質空間の   につい
ての定理を述べる準備が整った
定理    EをK上の楕円曲線 Cを  なるEの巡回型
等質空間とする このとき  が成立するさらにHG,T  −→HG,E
γ  Cとすると全射 C  EK −→ BrKC/Kに対して CP  < C,P >Tate
γ ∪ δϕ′P   enγ ∪ δnP が成立するここで δϕ′と δnは連結準同型 δ′ϕ  EK −→
HG,T ′と δn  EK −→ HG,Enで enは を表し∪はカップ積で
ある

とδn は
連結準同型δ′
注意  曲線Cの種数が 以上のとき写像 C はのスペクトラル
系列
HpG,HqC,m ⇒ HpqC,m
からも得られる
これにより写像 C は定義され曲線の と が等しいときには 
  BrKC/KにはC の からの全射が存在する事が分かった
しかし定義から直接   を具体的に計算する事は困難である以
下で見るようにこの写像を や同種写像に付随する  関連付ける
事で と が等しい曲線に対しては具体的な計算が可能になるまず 
との関連について述べる
定理    AをK上のアーベル多様体とし 
<,>Tate  HG,A×  −→ 
を考える特にAが楕円曲線のとき< C,P >Tate  CP が成立する ただし C は
HG,Aとa群WCE/Kを同一視して得られる主等質空間の元とする
次に同種写像に付随するとの関連について述べる まず と
による巡回型主等質空間の定義を復習する EをK上の楕円曲線とする有限位数の
ガロア部分加群 T ⊂ Eに対し楕円曲線E′と同種写像 ϕが定まり
 −→ T −→ E ϕ−→ E′ −→ 
なる完全系列を満たす   さらに ϕの双対 ϕ′から得られる完全系列を
 −→ T ′ −→ E′ ϕ
′
−→ E −→ 
とする有限位数ガロア部分加群 T ⊂ Eにおいて T KがEKの巡回部分群となる
とき T を巡回部分加群であると言う
定義    Cを   なるEの主等質空間とする 位数 n
の巡回ガロア部分加群 T ⊂ Eと  γ ∈ H G,T が存在し
 , T  −→ HG,E γ → C
が成り立つとき Cを巡回型であると言う
これでとによる巡回型等質空間の   につい
ての定理を述べる準備が整った
定理    EをK上の楕円曲線 Cを  な Eの巡回型
等質空間とする このとき  が成立するさらにHG,T  −→HG,E
γ → Cとすると全射 C  EK −→ BrKC/Kに対して CP  < C,P >Tate
γ ∪ δϕ′P   enγ ∪ δnP が成立するここで δϕ′と δnは連結準同型 δ′ϕ  EK −→
HG,T ′と δn  EK −→ HG,Enで enは を表し∪はカップ積で
ある

 : E(K) −→ H1(G,T′) とδn : E(K) −→ H
1(G,E[n]) で en は Weil pairing を表し∪はカップ
積である．
　この定理により，巡回型等質空間の relative Brauer group は，その Jacobi 多様体である楕円曲線
の K 有理点の連結準同型による像を調べる事で計算できる．
例 2.6．(1) アフィン曲線 C/K: y2= ax4 + b，C(K)= φ ([8] 参照)
　　　　　 主等質空間 C に対応する cocycle は位数 2 で，楕円曲線 E : Y2 = X3 − 4abX の per(C) = 2
の巡回型主等質空間であ ([16] Example 3.7. 参照)．したがって定理 2.5 の前半の主張に
より per(C) = ind(C) = 2 となる ( 曲線 C が K 有理点を持たない事と K の 2 次拡大体上 E 
と同型になる事からも ind(C) = 2 が分かる )．さらに定理 2.5 の後半の主張と連結準同型
注意  曲線Cの種数が 以上のとき写像 C はのスペクトラル
系列
HpG,HqC,m ⇒ HpqC,m
からも得られる
これにより写像 C は定義され曲線の と が等しいときには 
  BrKC/KにはC の からの全射が存在する事が分かった
しかし定義から直接   を具体的に計算する事は困難である以
下で見るようにこの写像を や同種写像に付随する と関連付ける
事で と が等しい曲線に対しては具体的な計算が可能になるまず 
との関連について述べ 
定理    AをK上のアーベル多様体とし 
<,>Tate  HG,A×  −→ 
を考える特にAが楕円曲線のとき< C,P >Tate  CP が成立する ただし C は
HG,Aとa群WC E/K を同一視して得られる主等質空間の元とする
次に同種写像に付随するとの関連 ついて述べ  まず と
による巡回型主等質空間の定義を復習する EをK上の楕円曲線とする有限位数の
ガロア部分加群 T ⊂ E 対し楕円曲線E′と同種写像 ϕが定まり
 −→ T −→ E ϕ ′ −→ 
なる完全系列を満たす   さらに ϕの双対 ϕ′から得られる完全系列を
 −→ T ′ −→ E′ ϕ
′
−→ E −→ 
とする有限位数ガロア部分加群 T ⊂ Eにおいて T KがEKの巡回部分群となる
とき T を巡回部分加群であると言う
定義    Cを   なるEの主等質空間 する 位数 n
の ガロア部分加群 T ⊂ Eと  γ ∈ HG,T が存在し
HG, T  −→ HG,E γ → C
が成り立つとき Cを巡回型であると言う
これでとによる巡回型等質空間の   につい
ての定理を述べる準備が整った
定理    EをK上の楕円曲線 Cを   なるEの巡回型
等質空間とする このとき  が成立するさらにHG,T  −→HG,E
γ → Cとすると全射 C  EK −→ BrKC/Kに対して CP  < C,P >Tate
γ ∪ δϕ′P   enγ ∪ δnP が成立するここで δϕ′と δnは連結準同型 δ′ϕ  EK −→
HG,T ′と δn  EK −→ HG,Enで enは を表し∪はカップ積で
ある

注意  曲線Cの種数が 以上のとき写像 C はのスペクトラル
系列
HpG,HqC,m ⇒ HpqC,m
からも得られる
これにより写像 C は定義され曲線の と が等しいときには 
  BrKC/KにはC の からの全射が存在する事が分かった
しかし定義から直接   を具体的に計算する事は困難である以
下で見るようにこの写像を や同種写像に付随する と関連付ける
事  と が等しい曲線に対しては具体的な計算が可能になるまず 
との関連について述べる
定理    AをK上のアーベル多様体とし 
<,>Tate  HG,A×  −→ 
を考える特にAが楕円曲線のとき< C,P >Tate  CP が成立する ただし C は
HG,Aとa群WCE/Kを同一視して得られる主等質空間の元とする
次に同種写像に付随するとの関連について述べ  まず と
による巡回型主等質空間の定義を復習する EをK上の楕円曲線とする有限位数の
ガロア部分加群 T ⊂ Eに対し楕円曲線E′と同種写像 ϕが定まり
 −→ T −→ E ϕ−→ E′ −→ 
なる完全系列を満たす   さらに ϕの双対 ϕ′から得られる完全系列を
 −→ T ′ −→ E′ ϕ
′
E −→ 
とする有限位数ガロア部分加群 T ⊂ Eにおいて T KがEKの巡回部分群となる
き T を巡回部分加群であると言う
定義    Cを   なるEの主等質空間とする 位数 n
の巡回ガロア部分加群 T ⊂ Eと  γ ∈ HG,T が存在し
HG, T  −→ HG,E γ → C
が成り立つ き Cを巡回型であると言う
これでとによる巡回型等質空間の   につい
ての定理を述べる準備 整った
定理    EをK上の楕円曲線 Cを  なるEの巡回型
等質空間とする このとき  が成立するさらにHG,T  −→HG,E
γ → Cとすると全射 C  EK −→ BrKC/Kに対して CP  < C,P >Tate
∪ δϕ′P   enγ ∪ δnP が成立するここで δϕ′と δnは連結準同型 δ′ϕ  EK −→
HG,T ′と δn  EK −→ HG,Enで enは を表し∪はカップ積で
ある

楕円曲線上の非巡回型等質空間の relative Brauer group について（岡本） 5
の具体的な表示から ([16] Proposition 4.9. 参照)，写像 aC は
　　　　　　　　　　　　　
[(a, b/K)] if P = (0，0)
aC : E(K) −→ Br(K(C)/K)　P ↦　　 
[(a, r/K)] if P = (r, s) で r =/ 0
　　　　　 となる .
　　　　(2) アフィン曲線 C/K: ax3+ by3 = 1，C(K) = φ ([7]， [10] 参照)
　　　　　 主等質空間 C に対応する cocycle は位数 3 で，楕円曲線 E : Y 2 = X3 −−4
27 a2b2X の per(C) = 3 
の巡回型主等質空間である ([10] Corollary 2.2. 参照)．したがって，定理 2.5 の前半の主
張により per(C) = ind(C) = 3 となる．さらに定理 2.5 の後半の主張と連結準同型の具体的
な表示から ([10] Proposition 3.2. または [3] 8.4 page 557 − 564 参照)，写像 aC は ( 簡単の
ため K は 1 の 3 乗根ζを含むとすると )
　　　　　　　　　　　　　　　　
　
a, s + √c
aC : E(K) −→ Br(K(C)/K)　(r, s) ↦　　　　　K
　　　　　 となる．ここで (a, b/K)3 は K 上の 3 次の巡回多元環で，その基底 1，i, j, ij は i
3 = a，j3 = b，
ij = ζji を満たす．また c = −4
27 a2b2 とおいた．
　さて，次に曲線の period と index がいつ等しくなるかを判定する方法について復習する．E を K
上の楕円曲線とし，K の標数は n を割らないと仮定する．楕円曲線 E の主等質空間 C で period が n 
であるものは，H1(G,E) の位数 n の元と 1 対 1 に対応する．この主等質空間 C において ind(C) = n 
となる条件について考える．それはコホモロジー群H1(G,E [n])を用いて表す事ができる．コホモロジー
群 H1(G,E) が主等質空間を分類するのに対して，コホモロジー群 H1(G,E[n]) は主等質空間と K 有理的
な因子類のペアを分類する．正確に定義すると次のようになる．
定義 2.7．ξ = (C, [D]) が楕円曲線 E の torsor divisor class pair であるとは，C が E の主等質空間で因
子類 [D] が [D] ∈ Pic(C−)G を満たす事を言う．2 つの torsor divisorclass pair (C1, [D1]) と (C2, [D2]) に対し，
主等質空間の同型写像 f : C1 −→ C2 が存在し，f *([D2]) = [D1] を満たすとき同値であると言う．
　このとき，torsor divisor class pair ξ = (C, [D]) で deg(D) = n を満たすものはコホモロジー群 H1(G, 
E[n]) と 1 対 1 に対応する事が知られている ([2]Lemma13.1 または [14]Proposition2.2 参照)．torsor 
divisor class pair に対して次のような写像を定義する．
Obn : H
1(G, E[n]) −→ Br(K)　(C, [D]) ↦ aC([D])
この写像を O’Neil の period-index obstruction map という．O’Neil の obstruction map が楕円曲線 E 
における主等質空間の period と index がいつ等しくなるかの判定法を与え，relative Brauer group 
を計算する道具にもなる．
命題 2.8．O’Neil の obstruction map は以下の性質を持つ．
(1) Im(Obn) ⊂ Br (K)[n].
(2） 楕円曲線 E の主等質空間 C に対して per(C) = n であるとする．このとき ind(C) = n であるための
必要十分条件は torsor divisor class pair ξ = (C, [D]) ∈ H1(G, E[n]) が存在し，Obn(ξ) = 0 を満たす．
⎰
⎱
⎡
⎢
⎣
⎤
⎢
⎦3
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(3） δ : E(K)/nE(K)−→ H1(G, E[n])を連結準同型とする．このときξ ∈ H1(G, E[n])とP ∈ E(K)に対して,
Obn(ξ+ δ (P
−)) − Obn(ξ) =< j (ξ)，P >Tate
　 が成立する．ここで，P−は P の E(K)/nE(K) における像で，j : H1(G, E[n]) −→ H1(G, E) はξ = (C，[D]) ↦ 
C なる自然な写像である．
(4） E[n] ⊂ E(K) を仮定する．1 の原始 n 乗根全体のなす群をμn で表す．このとき下の可換図式が成
立する．
H1(G, E[n]) −−−
〜
→ H1(G, μn) × H
1(G, μn)
　　　　　　　　　　　　  　　Obn ↓　　　　　　　　　↓
　　　　　　　　　　　　　    Br(K)[n]  ←−−
〜
− 　　　H2(G, μn)
　 ここで，図式の上側の写像は E[n] の基底を固定することで得られる同型写像で , 図式の右側の写
像は合成写像
H1(G, μn) × H
1(G, μn) −→
∪
 H1(G, μn⊗μn) −→ H
2(G, μn)
　 によって得られる ( 最後の写像は 1 の原始 n 乗根ζを用いてζi ⊗ζj ↦ ζij から誘導される写像で
ある).
　命題 2.8 よりξ∈ H1(G, E[n]) に対応する H1(G, μn) × H
1(G, μn) ≅ K*/K*
n × K*/K*n の元を (a, b) と
すると，obstruction map は以下のように計算できる．
命題 2.9．E を K 上の楕円曲線とし E[n] ⊂ E(K)とする．E[n] の基底 P1，P2 に対し e(P1, P2) = ζn とおく 
(ζn は 1 の原始 n 乗根 )．このとき n が奇数，または E[2n] ⊂ E(K) ならば
　　　　　a, b
Obn(ξ) =　 K
n = 2 のとき E の定義方程式を y2 = (x − c1)(x − c2)(x − c3) とすると，
Obn(ξ) = 
   a(c1 − c2)(c1 − c3)， b(c2 − c1)(c1 − c3)
　　　　　 K
となる．ここで (―a,bK )n は K 上の n 次の巡回多元環で，その基底 1，i，j，ij は i
n = a, j n = b, ij = ζn ji 
を満たす (E[n] ⊂ E(K) の仮定よりμn ⊂ K* に注意 )．
3　Proof of Main Theorem
Proof．まず主定理における曲線 Cl,m は楕円曲線 E : Y
2= X(X − 1)(X + 1) の主等質空間である．実際
E は 2 つの 2 次曲線
x2 − y2  +  t2  = 0，z2 − y2 − t2  = 0
の共通零点として表すことができ，空間曲線 E と Cl,m は Q( √l, √m) 上双有理同値である．さらに
per(Cl,m) = 2 である事が分かる([1] page 245 参照)．一方 index は 2，4 のいずれかである．命題 2.8 の(2)
を用いて ind(Cl,m) = 4 となるための条件を求める．曲線 Cl,m は高々 4 つの次数 2 の Q 有理的な因子
類を持ち，それらは Cl,m の定義方程式の束に含まれる以下の 4 つの 2 次形式の解と対応する．
n
n
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 (1) mx2 − ly2 + t2 = 0
 (2) lmz2 − ly2 − t2 = 0
 (3) mx2 − lmz2 + 2t2 = 0
 (4) mx2 − 2ly2 + lmz2 = 0
ここで 2 次形式 (1) の有理数解が存在したと仮定し，それを (x1，y1，t1) と置く．また z1 を lmz
2 − ly21
− t 21 = 0 の有理数解とする．このとき P
±
1 = (x1，y1, ± z1，t1) とおくと，D1= P
+
1 + P
-
1 は次数 2 の Q 有
理的な因子である．同様に，2 次形式 (2)，(3)，(4) の有理数解に対応して P ±2 = ( ± x2，y2，z2，t2)， 
P ±3 = (x3, ± y3，z3，t3)，P
±
4 = (x4，y4，z4, ± t4) を考えると，D2 = P
+
2 + P
-
2，D3 = P
+
3 + P
-
3, D4 = P
+
4 + P
-
4 
は次数 2 の Q 有理的な因子である．一方，上の 4 つの 2 次形式がどれも有理数解を持たないとき [D1]，
[D2]，[D3]，[D4] は次数 2 の Q 有理的な因子類であるが D1，D2，D3，D4 は Q 有理的な因子ではない．
命題 2.8 の (2) より
per(Cl,m) = ind(Cl,m) ⇐⇒ 2 次形式 (1)， (2)， (3)， (4) が有理数解を持つ
　　　　　　　　 ⇐⇒ ξi = (Cl,m， [Di]) ∈ H
1(G,E[2]) が存在し，Ob2(ξi) = 0， (1 ≤ i ≤ 4)
　　　　　　　　
⇐⇒
　l , −m  
,
　−l, m  
,
　l, −2m  
,
　 −l, 2m　
は Q 上で sprit する．
　　　　　　　　　　　　Q　　　　 Q　　　   Q　　　　  Q
よって主定理の (1) の主張を得る．定理 2.5 と命題 2.8 の (3) より
　　　　　　Br0(Q(Cl,m)/Q) = {aC(P) │ P ∈ E(Q)}
　　　　　　　　　　　   = {< Cl,m， P > Tate │ P ∈ E(Q)}
　　　　　　　　　　　   = {Ob2(ξ1 + δ(P
−)) − Ob2(ξ1) │ P ∈ E(Q)}
が成立する．また命題 2.1 より
Br(Q(Cl,m)/Q)/Br
0(Q(Cl,m)/Q) ≅ per(C)/ind(C)
であるから ,
Br(Q(Cl,m)/Q) = Br
0(Q(Cl,m)/Q) ⊕ <aC([D1])>
と書ける．obstruction map の定義より Ob2(ξ1) = aC([D1]) である事に注意すると Br(Q(Cl,m)/Q) の元は
obstruction map を用いてすべて計算できる事が示された．具体的に求めると
Br(Q(Cl,m)/Q) = Br
0(Q(Cl,m)/Q) ⊕ <Ob2(ξ1)>　  　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　 
=       l, 2    ,   m, −1     ⊕      l, −m 
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　  Q　　　　Q　　　　　　 Q
となり，主定理の (2) を得る．
例 3.1．l = 5, m = −3 として空間曲線 C5, −3 を考える．主定理の (1) の主張より，
per(C5, −3) = 2 かつ ind(C5, −3) = 4 ⇐⇒   
5, 3   ,　 −5, −3   ,　5, 6   ,    −5, −6
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Q　　　　  Q            Q             Q
　　　　　　　　　　　　　　　　　が非自明な四元数環
となるが，4 つの四元数環の support は順に {3，5}，{5, ∞}，{2，3}，{2, ∞} であるから非自明である．
⎡
⎢
⎣
⎡
⎢
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⎡
⎢
⎣
⎤
⎢
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⎢
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⎤
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したがって，per(C5, −3) = 2 かつ ind(C5, −3) = 4 が成立する．さらに
　　　　　　　　　　　　
Br(Q(C5, −3)/Q) = 　　
5, 2   ,　−3, −1  ,　 5, 3
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 　Q             Q             Q
であって生成元の 3 つの四元数環の support は順に {3, ∞}，{2，5}，{3，5} と全て異なり
Br(Q(C5, −3)/Q) ≅ Z/2Z ⊕ Z/2Z ⊕ Z/2Z
となる．
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